
回路方程式の定式化および回路解析のための諸定理

1 はじめに

回路方程式の立て方すなわち定式化法に関して、すでに節点解析法や閉路解析法等について学
んでいる。本章では、定式化法に関して、それらの一般的な方法を導出する。またそれら定式化
法を基に、回路解析を行う際に有用な諸定理を導出する。

2 キルヒホッフの法則の行列による表現

キルヒホッフの電流則 (KCL)や電圧則 (KVL)は、回路の素子の接続情報、すなわち各素子を
どの節点よりどの節点に接続されているかに基づく性質である。そのため回路が与えられた場合、
接続情報に基づいてそれら平衡関係を示す行列表現を導出する。
図 1(a)に示すブリッジ形の回路について考える。図中の丸印は節点番号である。節点数は 4で

あるため、節点 4をグラウンドに選ぶとこれ以外の節点数は 3となる。各素子にふられた電流の
向きに基づいて、各素子を接続情報のみを抽出した枝に置き換えると、図 1(b)に示す有向グラフ
となる。各素子に対応した 6本の枝を 1− 6の番号で区別している。
すると節点 1-3でのKCLは各素子間の電流の平衡関係を表現し

I1 + I4 − I6 = 0

I2 − I4 + I5 = 0

−I1 − I2 + I3 = 0

 (1)

となる。これを行列形式では、T を転置記号として

A =


1 2 3 4 5 6

� 1 0 0 1 0 −1

� 0 1 0 −1 1 0

� −1 −1 1 0 0 0

 (2)

I = [I1 I2 I3 I4 I5 I6]
T (3)

とすれば、以下で表される。

AI = 0 (4)

1



I4 I5I2

I1 I3

I6

4

3

2

1

J

(a) 回路図

4

3

2

1

6

1 3

4 5

2

(b) 有向グラフ

図 1: ブリッジ回路

すなわちAは、各素子の単純な接続情報に基づいて流出節点を+1、流入節点を −1、他を 0な
る要素で表現して、構成される。そのためこの行列Aは接続行列と呼ばれる。
電流の平衡関係は節点においてのみならず、それを拡張して、回路を 2分割した部分回路間に

対しても成立する。
その関係を導出するために、枝を 2種類の集合に分ける。すべての節点を連結しループを作ら

ない枝の集合を木と呼ぶ。これの選び方は一意的ではないが、この場合例えば順に 1-3を木の枝
に選ぶことができる。木に含まれない枝の集合を補木と呼ぶ。各木の枝に対して、この枝 1本と
補木の枝との組み合わせにより回路部分を 2つに分割することができる。これら枝の組み合わせ
はカットセットと呼ばれ、2つの分割回路間を橋渡しするこれら枝電流間に電流の平衡関係が成立
する。木の枝 1-3に対して以下の関係となる。

I1 + I4 − I6 = 0

I2 − I4 + I5 = 0

I3 + I5 − I6 = 0

 (5)

この関係は

D =

 1 0 0 1 0 −1

0 1 0 −1 1 0

0 0 1 0 1 −1

 (6)

とすれば、以下で表される。

DI = 0 (7)

行列Dはカットセット行列と呼ばれ、その選び方のゆえに、木の枝の要素部分は単位行列となる。
KVLは、補木の枝それぞれに対して、木の枝との作るループに対して構成される。例えば、補

木の枝 4に対して、これは木の枝 1, 2とループを作る。補木の枝 5, 6は、それぞれ木の枝 2, 3およ
び 1, 3とループを作る。従ってKVLは以下となる。
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−V1 + V2 + V4 = 0

−V2 − V3 + V5 = 0

V1 + V3 + V6 = 0

 (8)

以上を行列表現すると向きを考慮して

B =

 −1 1 0 1 0 0

0 −1 −1 0 1 0

1 0 1 0 0 1

 (9)

V = [V1 V2 V3 V4 V5 V6]
T (10)

とすれば、以下で表される。

BV = 0 (11)

行列Bは閉路行列と呼ばれ、その選び方のゆえに、補木の枝の要素部分は単位行列となる。
カットセット行列と閉路行列間には以下の関係がある。

D =
[
1 DL

]
(12)

B =
[
−DT

L 1
]

(13)

すなわち

BDT = 0 (14)

3 回路方程式の定式化法

3.1 節点方程式

抵抗と電流源のみからなる回路の節点方程式は、一般的に以下のように定式化される。電圧源
を含んでいる場合には、後で述べるノートンの定理より、直列接続の抵抗成分をも含めて、電流
源と並列接続の抵抗との等価回路に変換する必要がある。

1. 回路の節点数を nとするとき、グラウンド以外の (n− 1)個の節点に順に番号をつける。

2. それぞれの節点に対してKCLをたてる。この際、節点よりの流出電流の向きを左辺で正に
とるとする。
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図 2: スタンプの例

例えば図 1の回路の節点電圧 Vn1, · · · , Vn3による節点方程式は以下となる。

I1 + I4 − I6 = 0

I2 − I4 + I5 = 0

−I1 − I2 + I3 = 0

(15)

I1 = G1V1

I2 = G2V2

I3 = G3V3

I4 = G4V4

I5 = G5V5

I6 = J

(16)

 G1 +G4 −G4 −G1

−G4 G2 +G4 +G5 −G2

−G1 −G2 G1 +G2 +G3


 Vn1

Vn2

Vn3

 =

 J

0

0

 (17)

節点よりの流出電流の向きを左辺で正にとっているので、コンダクタンス行列の対角成分は正
となり、非対角成分は負となる。またコンダクタンス行列は対称となる。
各素子の回路方程式への寄与には、図 2に示すスタンプと呼ばれるパターンにより一般化され

る。図 2(a)は節点 iより節点 jに接続されたコンダクタンスGのスタンプで、それぞれ節点 iに
おける流出電流G(Vni − Vnj) および節点 jにおける流入電流−G(Vni − Vnj)を表す。図 2(b)は節
点 iより節点 jに接続された電流源 J のスタンプで、右辺 (RHS)ベクトルでは流入電流が正とな
るので、それぞれ節点 iにおける流出電流−J および節点 jにおける流入電流 J を表す。

3.2 カットセット方程式

抵抗と電流源のみからなる回路のカットセット方程式は、一般的に以下のように定式化される。

1. グラウンド以外の節点に順に番号をつける。

2. (n− 1)本の木の枝を選ぶ。

3. 木の枝に対応して、それぞれのカットセット方程式をたてる。この際、木の枝の電流の向き
を左辺で正にとるとする。
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図 3: ブリッジ回路の閉路方程式

例えば図 3のカットセット方程式は以下となる。

I1 + I4 − I6 = 0

I2 − I4 + I5 = 0

I3 + I5 − I6 = 0

(18)

すなわち

 G1 +G4 −G4 −G1

−G4 G2 +G4 +G5 −G2

0 G5 G3


 Vn1

Vn2

Vn3

 =

 0

0

J

 (19)

木の枝の電流の向きを左辺で正にとっているので、コンダクタンス行列の対角成分は正となる。

3.3 閉路方程式のたて方

抵抗と電圧源のみからなる回路の閉路方程式は、一般的に以下のように定式化される。電流源
を含んでいる場合には、後で述べるテブナンの定理より、並列接続の抵抗成分をも含めて、電圧
源と直列接続の抵抗との等価回路に変換する必要がある。枝の総数を bとする。

1. (n− 1)本の木の枝を選ぶ。

2. それ以外の (b − n + 1)本の補木の枝に対して、各補木の枝と木の枝とにより構成される閉
路に対して方程式をたてる。この際、補木の枝の電流の向きを左辺で正にとるとする。

例えば図 3の回路の補木の枝 4− 6に対する閉路方程式は以下となる。

−V1 + V2 + V4 = 0

−V2 − V3 + V5 = 0

−V1 − V3 + E = 0

 (20)
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ただし

V1 = R1(IL1 + IL3)

V2 = R2(IL1 − I2)

V3 = R3(−IL2 − IL3)

V4 = R4IL4

V5 = R5IL2

V6 = E


(21)

であるので、閉路方程式は以下となる。

R1(IL1 + IL3) +R2(IL1 − I2) +R4IL1 = 0

−R2(IL1 − I2)−R3(−IL2 − IL3) +R5IL2 = 0

R1(IL1 + IL3)−R3(−IL2 − IL3) + E = 0

 (22)

すなわち

 R1 +R2 +R4 −R2 R1

−R2 R2 +R3 +R5 R3

R1 R3 R1 +R3


 IL1

IL2

IL3

 =

 0

0

−E

 (23)

抵抗行列は対称となり、対角成分は正となる。

3.4 タブロー法

節点方程式では、電圧源を直接的に組み入れて定式化を行うことができない。相対的に閉路方
程式では、電流源を直接的に組み入れることができない。電圧源や電流源を含めて一般的に回路
方程式を定式化するためには、次に示す (n− 1)個のKCL、b個のKVLや b個の素子の特性をす
べて連立するタブロー法が有用である。

AI = 0

V = ATV n

MV +NI = us

 (24)

最後の式においてM ,Nは定数であり、usは、電圧源や電流源の値である。これを行列表現す
れば下式となる。

 0 0 A

−AT 1 0

0 M N


 V n

V

I

 =

 0

0

us

 (25)

もしくは

Tx = u (26)
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図 4: タブロー法による定式化の回路例

タブロー法による定式化の例として図 4の回路を考える。グランド以外の節点数は n− 1 = 2で
素子数 b = 4である。
接続行列は

A =

[
1 1 −1 0

0 −1 0 1

]
(27)

となり、素子方程式は

I1 −G1V1 = 0

V2 −R2I1 = 0

I3 = J

V4 = E

 (28)

となるので、2個のKCL、4個のKVLや 4個の素子方程式を連立すれば以下となる。



0 0 0 0 0 0 1 1 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 1

−1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 −G1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 −R2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0





Vn1

Vn2

V1

V2

V3

V4

I1

I2

I3

I4



=



0

0

0

0

0

0

0

0

J

E



(29)
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4 回路解析の諸定理

4.1 重ねの理

本節では回路解析の諸定理について述べ、それらの証明を行う。
線形回路において、複数の電圧源・電流源により励起された回路の電圧電流分布は、それぞれ

の電源により励起された分布を重ね合わせたものとなる。これを重ねの理と呼ぶ。

証明
電圧源・電流源の総数をmとする。タブロー法による回路方程式において、右辺のベクトルを

m個の各電源による励起毎に分割して表現する。

Tx = u

=
m∑
k=1

uk (30)

このとき電圧電流は以下であらわされる。

x =
m∑
k=1

(T−1uk) (31)

すなわち各電源による励起 T−1ukの和すなわち重ね合わせとなる。

4.2 補償定理

対象回路の回路方程式を以下とする。

Tx = u (32)

この電圧電流 xにおいて、回路パラメータを変化させ T が T +∆T となった場合には、電源を
調整して∆Txで補償すれば電圧電流分布は変化しない。

(T +∆T )x = u+∆Tx

x = (T +∆T )−1(u+∆Tx) (33)

そのため、パラメータ変化前の元の電圧電流 xが既知であって、変化後の電圧電流 x̂は、以下
で求められる。

(T +∆T )x̂ = u

= u+∆Tx−∆Tx

x̂ = (T +∆T )−1(u+∆Tx)− (T +∆T )−1∆Tx

= x− (T +∆T )−1∆Tx (34)
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図 5: 補償定理の適用例

すなわち元の電圧電流 xと補償電源のみによる電圧電流
(T +∆T )−1(−∆Tx)の重ね合わせにより与えられる。
これは補償定理と呼ばれる。
補償定理の適用例を図 5の回路により説明する。この回路は電圧源と電流源により駆動され、右

端の 2Ωの抵抗を流れる電流は 4
5Aである。この抵抗を 3Ωに変化させた場合の電流値を求める。

パラメータ変化による抵抗の電圧変化分は 4
5Vであるから、これを補償する電圧源とそれを打ち消

す電圧源を挿入する。それらを図のような２つの回路に分けて解く。左の回路は変化前の回路と
等価であるため、右端の抵抗を流れる電流は 4

5Aである。右の回路を流れる電流は− 2
15Aである。

そのためこれらを重ね合わせるとパラメータ変化後の右端の抵抗を流れる電流は 4
5 − 2

15 = 2
3Aで

ある。

4.3 テブナンおよびノートンの定理

図 6左に示す 1端子対回路に抵抗Rを接続した際に、端子に発生する電圧と流れる電流 Iについ
て考える。1端子対回路は α個の電圧源、β個の電流源および抵抗により構成されているとする。
する端子電圧 V は各電圧源Ekの励起による発生電圧 FkEkと各電流源 Jkの励起による発生電

圧 RkJk とそれらの励起がない場合の駆動電流 I による発生電圧 R0I の重ね合わせとなる。ただ
し Fk, Rk, R0はそれぞれの単位励起による発生電圧である。

V = R0I + (
α∑

k=1

FkEk +
β∑

k=1

RkJk)

= R0I + E0 (35)

第 2項以下は定数となるので、それらをまとめてE0とおける。するとこれは図 6中央に示す回
路と等価となる。すなわち電圧源、電流源および抵抗により構成される 1端子対回路は電圧源と
それに直列に接続された抵抗との等価回路に表現できる。これがテブナンの定理であり、構成さ
れた回路はテブナンの等価回路と呼ばれる。
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図 6: テブナンおよびノートンの等価回路

図 6左に示す 1端子対回路に抵抗Rを接続した際に、流れる電流 Iは、各電圧源Ekの励起によ
る電流GkEkと各電流源 Jkの励起による電流HkJkとそれらの励起がない場合の端子電圧 V によ
る電流 V

R0
の重ね合わせとなる。ただしGk,Hk,

1
R0
はそれぞれの単位励起による発生電圧である。

I =
V

R0
+ (

α∑
k=1

GkEk +
β∑

k=1

HkJk) (36)

第 2項以下は定数となるので、それらをまとめて J0とおける。するとこれは図 6右に示す回路
と等価となる。すなわち電圧源、電流源および抵抗により構成される 1端子対回路は電流源とそ
れに並列に接続された抵抗との等価回路に表現できる。これがノートンの定理であり、構成され
た回路はノートンの等価回路と呼ばれる。
テブナンおよびノートンの等価回路において、両者は等価であるため、抵抗 R0 の値は共通で

あり、

J0 =
E0

R0
(37)

である。
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図 7: テレゲンの定理

4.4 テレゲンの定理

回路N において、素子の電圧電流ベクトルを V , I とし、接続行列Aとする。このとき次式の
いわゆるエネルギー保存則が成立する。

V TI = (ATVn)I = V n(AI) = 0 (38)

これと対応する素子が異なっているが、接続情報が同じであって同じ接続行列Aをもつ N̂ にお
いて、素子の電圧電流ベクトルを V̂ , Îとする。このとき上式と同様に同じ接続行列Aをもつため
に次式が成立する。

V T I = V T Î = V̂
T
I = V̂

T
Î = 0 (39)

これはテレゲンの定理と呼ばれる。
この定理の適用例を図 7の 2つの回路により説明する。左より回路N, N̂ とする。これら回路は

対応する素子が異なっているが、接続情報が同じであって同じ接続行列をもつ。各素子の電圧電
流を計算して、V T Î を計算すると 0となっていることが確認できる。

V T Î = 4× 1 + 2× (−1) + 2× 1 + 2× (−2) = 0 (40)

4.5 相反定理

電源を含まない図 8(a)の回路N より 2つの端子対 1-1’, 2-2’を引き出す。その 1方の端子 1-1’

に電圧 V1を加え、他端 2-2’を短絡して流れる電流を I2とする。また図 8(b)に示すように逆方向
より励起し回路 N̂ として、端子 2-2’に電圧 V̂2を加え、1-1’を短絡して流れる電流を Î1とする。

V1Î1 = V̂2I2 (41)

V1

I2
=

V̂2

Î1
(42)

が成立し、2つの端子間の伝達コンダクタンスが等しい。これは相反定理と呼ばれる。
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図 8: 相反定理

これは回路 N, N̂ 間にテレゲンの定理を適用することにより証明できる。引き出した端子も含
めて回路の素子数を bとする。それら素子に番号を振り、それぞれの電圧電流を Vk, Ik, V̂k, Îk(k =

1, · · · , b)とする。

V1Î1 + V2Î2 +
b∑

k=3

VkÎk = 0

V̂1I1 + V̂2I2 +
b∑

k=3

V̂kIk = 0 (43)

回路内は同じ抵抗のみであるから k = 3, · · · , bに対して

VkÎk = RkIkÎk = (RkÎk)Ik = V̂kIk (44)

なるので、次式に帰着する。

V1Î1 + V2Î2 = V̂1I1 + V̂2I2 (45)

さらに V2 = V̂1 = 0であるので、次の相反定理を得る。

V1Î1 = V̂2I2 (46)

V1

I2
=

V̂2

Î1
(47)

同様に 2つの回路の励起の工夫により次式の関係も得られる。

−I2
I1

=
V̂1

V̂2

(48)
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